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Resumo

Neste artigo apresenta-se uma resenha das possiveis representagdes de pro-
cessos co-integrados num contexto multivariado. O conceito de co-integragdo num
contexto multivariado possibilita a existéncia de relagdes lineares entre varidveis
integradas que apresentam ordem de integracao menor que a das varidveis presen-
tes nesta relagdo linear. O caso mais estudado é aquele em que a relagdo entre as
varidveis resulta numa varidvel estaciondria, isto é, I(0), j& que neste caso pode-se
aplicar a andlise de regressdo convencional. Discute-se as diversas representagdes
de processos co-integrados, dentre os quais, o mais itil, do ponto de vista da teoria
econométrica, é o do modelo de Mecanismo de corregdo dos erros (M.C.E.), onde
os agentes econémicos utilizam “servo-mecanismo” que corrige os erros cometidos
previamente, de acordo com uma relagdo de equilibrio pré-estabelecida.

Abstract

This survey article presents some possible representations of multivariate
co-integrated processes. The concept of multivariate co-integration allows the
existence of linear relationship between integrated variables which has order of
integration smaller than the variables that belong to this relationship. Most of the
literature has studied the case in which the relationship between the variables is
a stationary variable, i.e. I(0), because, in this case, the convencional regression
approach can be used. It is presented several representations of co-integrated
processes, and from the econometric point of view, the most important is the
Error Correction Model approach, which allows adjustment to some long-run
equilibrium described by economic theory. The short-run adjustment is a “servo-
mechanism” which econometricians are free to model pragmatically.

1. Introdugéo.

O fato dominante em macroeconomia, pelo menos para econo-
mias desenvolvidas, nos 1iltimos séculos, é o crescimento do produto.
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Por exemplo, para os E.U.A., o Produto Nacional Bruto Real cresceu
a uma média de 3,7% durante o periodo de 1820 a 1986, mas a extra-
polagdo desta taxa indica que a mesma ndo pode ter sido sustentada
por décadas.

Quais sido, entdo, as causas da flutuagio do crescimento?

Blanchard e Fisher (1989) apresentam fatos estilizados para ten-
tar caracterizar estes movimentos.

O primeiro fato diz respeito ao comportamento estocdstico do
Produto e Desemprego, j4 que os movimentos destas varidveis estao
associados a flutuages no bem-estar. Isto é, perfodos de boom, ex-
pansdo e declinio do desemprego estio associados a periodos de eu-
foria quando governos sio reeleitos; periodos de recessio e depressio
estdo associados a crises e descontentamentos.

Necessita-se, portanto, obter regularidades empiricas que carac-
terizem estas varidveis. A primeira tentativa de estudar os ciclos
econdmicos de séries temporais foi feita por Burns e Mitchell (1946).
O objetivo era tentar caracterizar o ciclo econémico através do com-
primento das expansdes e contragdes, assim como da amplitude das
flutuagdes. Foram construidos indices da atividade econdmica, conhe-
cidos por indicadores antecedentes, que tiveram um papel importante
para sumariar e fazer previsGes para o nivel e o ciclo da atividade
macroecondmica.

Atualmente, macroeconometristas procuram regularidades nas
flutuagdes do produto, através da separagio da tendéncia e ciclo que
compoem esta varidvel. Nesta abordagem, tenta-se caracterizar dois
tipos de choques que podem afetar o nivel da atividade econdmica.

O primeiro, chamado de choque permanente, é aquele cujos efei-
tos, no produto, sio duradouros. Este tipo de choque estd asso-
ciado ao componente de tendéncia da série e ¢, por construgio, nio-
estaciondrio. Melhorias na produtividade ou aumento na forga de
trabalho sio exemplos de choques permanentes no produto, ja que
seus efeitos no produto sdo duradouros. O segundo tipo, chamado
de choque transitério, tem efeito que desaparece ao longo do tempo.
Este segundo tipo de choque estd associado ao componente de ciclo,
e é, por construgdo, estaciondrio. As quebras de safra agricola e as
guerras no oriente médio, que afetaram as exportagées brasileiras, sdo
exemplos de choques transitérios no produto.

Como o conceito de choque permanente estd associado ao com-
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ponente de tendéncia da série econdémica e, se esta for estocdstica,
tem-se uma relagdo entre os movimentos permanentes destas séries
e o conceito de integracdo. Este conceito estd relacionado a um re-
sultado conhecido (ver Granger 1966) na literatura de que a maioria
das séries temporais econémicas sao ndo-estaciondrias e requerem di-
ferengas de pelo menos primeira ordem para induzir estacionariedade.

Por outro lado, as flutuagdes no produto podem estar associadas
as flutuagdes de outras varidveis macroeconémicas, por exemplo, o
desemprego. Portanto, deve-se tentar obter uma decomposigdo dos
choques que leve em consideragdo os co-movimentos destas varidveis.
Contudo, a Teoria Econémica raramente sugere equilibrios que nio
sejam fungOes estaciondrias das varidveis envolvidas. Isto implica que
existem forgas econémicas fundamentais que, ao longo do tempo, fa-
zem com que estas varidveis evoluam estocasticamente juntas. Em
outras palavras, visto que todas as varidveis econémicas individuais
envolvidas na teoria podem ser nio-estaciondrias, os desvios de um
dado equilibrio sdo limitados. Este conceito estd relacionado ao de
co-integragdo, ja que, se as varidveis co-integram, os choques per-
manentes caracterizam a relagio de longo prazo entre as varidveis e
os desvios deste longo prazo, que caracterizam a dindmica de curto
prazo, estdo relacionados aos choques transitérios.

Um outro problema associado as relagdes estaticas é o de re-
gressdo espiiria (ver Granger e Newbold 1974 e Phillips 1986). As
solugdes adotadas na literatura, talvez influenciadas pela metodolo-
gia de Box e Jenkins (1976), sdo as de transformar todas as varidveis
em estaciondrias antes de fazer as regressoes. Neste tipo de procedi-
mento, os modelos resultantes descartam as relagdes de longo prazo
sugeridas pela teoria econ6mica que possam existir entre as varidveis.

Uma solugdo para os problemas apresentados é o uso do Modelo
de Mecanismo de Corregdo dos Erros. Este modelo foi sugerido por
Sargan (1964)! e tem a vantagem de reter informagdes sobre o nivel
das séries, de modo que as relagoes de longo prazo entre as varidveis
do modelo permanegam presentes. Granger (1983) mostra que existe

1Sargan introduziu o modelo M.C.E. na estimagio da Curva de Phillips para
a Inglaterra, mas foi com os trabalhos de Hendry (ver Hendry 1987), para uma
descrigao metodoldgica destes modelos que este tipo de modelo foi difundido. Este
modelo pode ser interpretado como aquele em que existe uma regra de controle
6timo, e o erro do periodo anterior é parcialmente corrigido no préximo periodo.
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uma equivaléncia entre M.C.E. e séries co-integradas. Isto é, se um
conjunto de varidveis co-integradas for encontrado, existe um M.C.E.
que representa estas varidveis e vice-versa.

Neste artigo, estendem-se os conceitos de processos integrados a
um contexto multivariado, analisando-se o conceito de co-integragio,
isto é, a possibilidade da existéncia de relagGes lineares entre varidveis
integradas que apresentam ordem de integracdo menor que a das
varidveis presentes nesta relagio linear. O caso mais estudado é
aquele em que a relagdo entre as varidveis resulta numa, varidvel esta-
cionéria, isto é, I(0), j4 que neste caso pode-se aplicar a andlise de re-
gressdo convencional. Discutem-se, também, diversas representacoes
de processos co-integrados, dentre os quais o mais 1til, do ponto de
vista da teoria econométrica, é o do modelo de M.C.E., onde os agen-
tes econdmicos utilizam “servo-mecanismos’? que corrigem os erros
cometidos previamente, de acordo com uma relagio de equilfbrio pré-
estabelecida.

A estrutura do artigo é a seguinte. A segdo 2 apresenta formas
de se decompor uma série temporal em componentes integrados. Na
se¢ao 3 sdo apresentados os teoremas de representagdo para processos
co-integrados. Na segdo 4 sdo feitas extensdes dos teoremas de repre-
sentacdo para os casos em que o vetor tem mais de uma raiz unitdria
ou possui rafzes unitirias nas freqiiéncias sazonais. Na iltima segio
sdo apresentadas algumas conclusdes e sugestGes ndo-técnicas para a
possivel utilizagdo dos resultados apresentados neste artigo.

2. Decomposigao de uma série temporal em componentes
integrados.

Granger (1981) formalizou o conceito de uma série ser integrada
de ordem d (denotada por I(d), se a m-ésima diferenga for esta-
ciondria, em geral d = 1 é suficiente. Esta definigio de processo
integrado serd estendida a uma série temporal vetorial. Seja {Y'}§°

2 Alternativamente, Nickell (1985) justifica M.C.E. como resultante de respostas
6timas de agentes econdmicos e certos ambientes dindmicos. Hendry e Ericsson
(1991a) discutem como M.C.E. generalizam modelos convencionais de ajusta-
mento parcial e podem ser consistentes com ajustamento do tipo Ss; cf. (Baumol
1952 e Miller e Orr 1966). Hendry e Ericsson (1991b) reinterpretam M.C.E. como
formagao de expectativas forward-looking, embora com “data-based” em vez de
“model-based”.
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um processo estocdstico k-dimensional e, se todos os componentes de
Y; sio I(0) e ndo tem componente deterministico, pode-se, através
da Decomposicdo de Wold, representar este processo por um processo
Média-Mével Vetorial de ordem infinita. Seja C(L) uma matriz k x k
polinominal no operador defasagem L e €; um vetor, kx 1, de varidveis
aleatérias, serialmente e contemporaneamente ndo-correlacionadas,
entdo:

Y, = C(L)es 1)

com E(ee}) = I, E(ee}_;) = 0 para i # 0 e C(0) triangular inferior.
O processo Y; admite uma representagio espectral multivariada dada
por:

Fyy(w) = C(e¥)C'(e™™) (2)

onde w é uma freqiiéncia e C’ denota a transposta da matriz C. Os
elementos diagonais de Fyy (w) representam os espectros univariados
de cada componente do vetor aleatdrio. Pela hipétese de que todos os
componentes de Y; sio I(0), tem-se que estes espectros univariados
ndo sio nem zero, nem infinito. Em particular, isto deve ser verdade
para w = 0, a freqliéncia zero ou o componente de longo prazo da
série que é reduzido por diferenciagio. O espectro na freqiiéncia zero
é dado por:

Fyy(0) = 0(1) C'(1) (3)

que terd elemento zero na diagonal se a linha de C(1) é identicamente
igual a zero e terd elemento diagonal igual a infinito se qualquer
elemento de C(1) for infinito.

Similarmente, se todos os elementos de Y; sio I(1), entdo

AY; = C(L)e, (4)

sob as mesmas condigdes sobre C(L) e ;. Pode-se, através de (4),
obter uma representagio para o processo que s6 dependa do nivel
do mesmo, isto é, pode-se escrever Y; = A~'C(L)e;, ou equivalente-
mente:

,=Yo+Q+L+L2+...+L"H)C(L)e; (5)

que é um processo de média mével com um componente Yy, que pode
ser interpretado como deterministico condicional nas informagdes de
pré-amostra. Observe agora que a soma dos coeficientes da parte
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média-mével é dada por ¢{C(1), que cresce quando ¢ cresce, exceto
para C(1) = 0. Isto implica que o espectro de Y;, para ¢t grande,
tenderd para infinito na freqiiéncia zero.

Suponha que se diferencie mais uma vez o processo (4), obtém-se,
entdo:

A?Y, = (1 - L)C(L)e; (6)

cuja represéntagio média mdvel terd coeficientes que somam zero e,
portanto, o espectro serd zero na freqiiéncia zero.
Estes casos ilustram o seguinte fato:
(i) subdiferenciagio implica que a freqiiéncia zero do espectro
tem um pdlo e
(ii) superdiferenciagdo implica que a freqiiéncia zero do espectro
é zero.
Portanto, é necessario caracterizar a ordem de integragio do pro-
cesso para que os dois casos ilustrados acima ndo acontegam.
Suponha, por outro lado, que este processo é tal que, apés a ex-
tragdo do componente determin{stico, tenha a seguinte representagio
ARIMA multivariada:

&(L)Y: = O(L)ey et ~ Ni(0,9) (7)

onde ®(L) e O(L) sdo matrizes, k x k, de polinémios no operador
de defasagem L com ordens p e g, respectivamente, e E(e;e}) =
0t # s, isto ¢, os erros s6 podem ser contemporaneamente corre-
lacionados, mas ndo temporalmente. O componente auto-regressivo
do processo (1) é tal que Det(®(L)) tenha todas as raizes fora do
circulo unitdrio, exceto por um nimero d de raizes iguais a unidade.
Assume-se, também, que $(0) = ©(0) = I, e a matriz polinominal
K(L) = ®-}(L)O(L) tem uma expansio em série de poténcia con-
vergente. Esta normalizacdo é usada para que se possa identificar, no
contexto de parametrizagdo, o processo (ver, por exemplo, Deistler
1985).

Dados o processo (7) e suas condigdes sobre as matrizes polino-
minais, (¥3)§° é um processo integrado de ordem d, I(d), e tem a
seguinte representagio (representagio de Wold):

(1~ LYY, = C(L)e: (8)
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o*(L)e(L)
o(L)

- L)
Observe que C(L) é uma fragdo racional, que admite um desenvolvi-
mento em série, com coeficientes decrescentes em forma exponencial.

Pela decomposigdo de Wold, dada por (8), o processo {Y'}§° pode
ser decomposto em componentes integrados em ordem decrescente.
Esta representagdo é obtida através do desenvolvimento de Taylor
da matriz C(L) até a ordem (d — 1) e, posteriormente, divide-se os
termos deste desenvolvimento por (1 — L)% obtendo-se:

onde C(L) = sendo ®*(L) a matriz adjunta de ®(L).

det

Y = C(1)(1 = L) % — CO1)(1 - L) 4 e+
C-(1)(-1)4*

@-nr —A-DTe+om@De ()

Desta forma é ébvio que a matriz C**(L) é tal que as rafzes
da equagdo det(C**(L)) estdo fora do circulo unitdrio. Logo, a re-
presentagdo (9) decompde Y; em virios componentes integrados de
ordem decrescente, a partir da ordem d. Pode-se, portanto, reescrever
Y; da seguinte forma:

Y, = y;(d) + K(d“l) 4ot Yé(l) + Y:(G) (10
*) _ (1) *cé-ha)(1-L)-*
onde ¥;"/ = a—h! Et.

A representagdo (10) do processo {Y }§° ndo é tnica, j4 que se
pode reordenar os diferentes componentes, por exemplo (Xt(d_k) +
Xt(d_k _1)) /2, de tal sorte que se tenha a mesma ordem de integragio
que Xt(d_k). Uma forma de obter esta representagdo ¢ através da
Forma Canénica de Jordam da Matriz C, onde esta matriz é trian-
gular inferior. Sims et allii (1987) mostram como construir esta re-
presentagdo, que serd chamada de representagio candnica.

Dado que o processo Y; pode ser caracterizado pela representagio
(10), podem existir combinagdes linecares dos componentes de Y;, de
forma que alguns (ou todos) os componentes integrados desaparegam.
Este conceito é conhecido por co-integragdo ¢ ¢ definido abaixo.

DEFINIGAO 1: O vetor Y3, k x 1, de varidveis alecatdrias é dito ser
co-integrado de ordem b(b > 0) se:
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(i) cada componente de Y; é I(d),(d > b) e

(ii) existe um vetor « tal que o/'Y; ~ I(d — b), onde o # 0.
Denota-se ¥; ~ CI(d,b) e a@ é chamado de vetor co-
integrado.

A definigdo acima ¢ devida a Engle e Granger (1987) que adap-
tam a definigdo de co-integragdo (de Granger 1981 ¢ Granger ¢ Weiss
1983).

Uma forma alternativa de definir co-integragdo é através dos
espagos vetoriais definidos por C¥)(1) da expressio (10). Tem-se,
entdo, a seguinte proposigao:

Proposigdo 1. Dizemos que Y; é co-integrada de ordem b, CI(d,b)
sc e somente se existe um vetor a tal que @ € Cy—psy mas o ¢

)

Cg4—-p, onde Cyq—p = ﬂ Ker[C®)(1)] e Ker representa o niicleo da
k=0

transformacao.

DEMONSTRAGAO: Pela definigdo acima e por (10) tem-se:
oY, =YD 4o+ odYP 4 YO ~Id-b)  (11)

agora pela definicdo de Yt(d‘i) dada em (10) e como a soma de dois
processos integrados é um processo integrado com a ordem igual ao
méximo das ordens dos dois processos, (11) implica que:

o'C(1) = o/CH(1) = o/'CC-N(1) =0 (12)

implicando que o niicleo de C((1) ¢ diferente de zero, para i =
0,---,b—1 e segue-sec o resultado. a

Um caso particular de interesse é aquele em que ¥; é CI(1,1).
Neste caso, tem-se que o’ C(l) = 0, mas este vetor a nio é necessa-
riamente tnico. No caso em que Y; tem dimensdo 2 ¢ Y; é CI(1,1)
este vetor é tinico, a menos do sinal.® Estes dois resultados também
valem quando Y; é CI(d,b).

Uma forma de caracterizar o equilibrio entre um conjunto de
varidveis é através da restrigio o’Y; = 0. Deste modo, a relagio
entre co-integracdo ¢ equilibrio é ébvia.

3Para uma discuss3o sobre nio-unicidade do vetor co-integrado ¢ suas implicagdes
veja Swamy et allii (1989).
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Por exemplo, se uma proporgao A de qualquer aumento no nivel
dos pregos é finalmente repassada ao saldrio nominal, em equilibrio,
w = k +A\p, onde w ¢ p denotam o saldrio nominal e o nivel dos
pregos, respectivamente, e k é uma constante. Portanto, se

w—k—-Ap=0

em qualquer periodo de tempo, entdo o mercado de trabalho estard
em cquilibrio se A = 1 ¢ o saldrio estiver medido em unidades de
eficiéncia, jd que, neste caso, o saldrio real serd constante. Evidente-
mente, o saldrio nominal leva algum tempo para se ajustar a possiveis
mudangas no nivel dos pregos, mas o escalar 2; = w; — k — Ap; reflete
o desvio do equilibrio, ou desequilibrio, no instante de tempo ¢. Se w
¢ p sdo co-integradas, entdo estes desvios do equilibrio sdo limitados.
Portanto, uma forma de testar a tecoria é determinar a ordem de in-
tegragdo da varidvel z;. Se a hipétese nula de raiz unitdria ndo for
rejeitada para 2;, entdo os saldrios ndo tenderdo para o equilibrio ¢
neste caso, a estimagdo da relagdo de equilibrio ndo faz sentido.

O exemplo a seguir, devido a Engle e Granger (1987), mostra que
a cxisténcia de co-integracdo possibilita a identificagdo de modelos
que num contexto estaciondrio seriam nao-identificados.

EXEMPLO 1: Suponha que o processo gerador de Y; = (Y1,,Y2:) é
dado por:

Yie4+0Y=v: v, =p1vs-1+e1e

Yie+ oY =ur  up = potis-1 +€2¢

gi¢ ~ NID(0,02), para i = 1,2 ¢ E(g;€5,) =0, para i,j = 1,2.

Observe que se Yy¢ e Yy, forem estaciondrias, entdo o e 8 ndo
seriam identificados. Este exemplo, quando p; = 0 para i = 1,2,
corresponderia ao modelo de determinacdo simultinea de quantida-
des e pregos num mercado em equilibrio, que é o exemplo clédssico
para introduzir o problema de identificagdo de modelos de equacgdes
simultanecas.

Suponha agora que p; # 0, para i = 1,2 ¢ pode-se considerar
quatro casos:

(i) p; < 1lparai=1,2;

(ii) pr=1lep2 < 1;

(iii) pr<lepa=1;e¢

(iv) pp=p2=1.
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Para o primeiro caso, temos que Yi; e Y2 sdo I(0) e este caso é
equivalente ao caso em que p; = 0, isto é, os pardmetros de interesse,
a e 3, ndo sdo identificados.

Para o segundo caso, tem-se que Y1, e Y2; sdo I(1) e (1, ) repre-
senta o vetor co-integrado. Portanto a segunda equagio do sistema é
identificada.

Para o terceiro caso, temos o caso simétrico do caso anterior e,
portanto, pode-se identificar a primeira equagdo do sistema e (1,0)
representa o vetor co-integrado para as varidveis Yi; e Y2;, que sdo
I(1).

Para o quarto caso, Yj; e Y2, sdo I(1) mas ndo co-integram;
portanto, os parametros do modelo nido sio identificados.

O exemplo a seguir ilustra um modelo onde as varidveis podem
estar em nfvel ou em diferenga. Este exemplo poderia ser associado
a uma equagdo de demanda de moeda, onde se relaciona o estoque
nominal de moeda ao nivel dos pregos e a taxa de inflagdo.

EXEMPLO 2: Suponha que o processo gerador de Y; = (Y1¢,Y2:) é
dado por:
Y1, = Y2 + vAY2 + €14

A?Yy = ey

git ~ NID(0,0?), parai = 1,2 e E(exej,) = 0, parai,j = 1,2.

E ficil mostrar que Y1, e Yz; sio I(2) e da primeira equago
deriva-se que (1, -3, —7) é o vetor co-integrado que torna a com-
binagdo linear de Y1,Y2; e AY2,; estaciondria, isto é, I(0). Observe
que Yi; e Yo, sio CI(2,1), j4 que pela primeira equagdo Y7: —
BY2; e I(1) e necessita-se de uma outra varidvel I(1), no caso AYy,
para que se possa ter co-integragdo entre as varidveis. Neste exemplo,
Y1, representaria o estoque nominal de moeda e Yz; o nivel de pregos,
o que implicaria que AY2; seria a taxa de inflagdo. Caso § =1, o
sistema acima estaria obtendo a relagdo entre base real e inflagao.

3. Teoremas de representagoes.

Ao se definir co-integragdo adotou-se a representagio MA do pro-
cesso. Pode-se utilizar outras representagdes, isto é, AR ou M.C.E.,
e examinar que restricGes devem ser impostas nestas representagGes
para que se tenha co-integragdo das varidveis. Apresentam-se, ini-
cialmente, os Teoremas de RepresentagGes para o caso em que Y;
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é CI(1,1) e, na segdo seguinte, apresentam-se as extensoes para os
outros casos.

Seja dado o processo estocdstico k-variado, (Y3)§°, tal que exis-
tam 7 vetores co-integrados, 7 < k — 1, a serem agrupados na matriz
I" de dimensdo k x r. Tem-se, entdo, as seguintes representagoes:

12 Caso — Representagao MA:

Fazendo-se d = 1 em (8), tem-se que o processo (¥;)$° segue um
processo MA, isto é:

(1-L)Y; = C(L)e: (13)
e por (12) tem-se:
d'C(1)=0=TI'C(1)=0 (14)

e, portanto, as colunas de I' pertencem ao niicleo de C(1), e o posto
de C(1) tem dimensdo k — .
Podemos ter quatro casos, conforme Swamy et allii (1989), que
sdo:
(i) C(1) é simétrica com todos os autovalores distintos;
(i) C(1) é simétrica ¢ scu autovalor zero tem multiplicidade
r>1;
(iii) C(1) ndo é simétrica e todos autovalores sio distintos e
(iv) C(1) ndo ésimétrica e seu autovalor zero tem multiplicidade
maior que zero.

Caso (i):

Como os autovalores de C(1) sdo distintos e, por (14), o posto
de C(1) é menor do que k, existe um e somente um autovalor zero
e, portanto, a dimensdo de I"' é um, isto é, » = 1. Isto mostra que
neste caso o posto de C(1) é k — 1. Mas o vetor & ndo ¢ tnico,
j& que sc a é autovetor de C(1), associado ao autovalor zero, —«
também serd autovetor associado ao autovalor zero. Desta forma o
vetor co-integrado ndo é tinico.

Caso (ii):

Como a multiplicidade do autovalor zero é r > 1, tem-se que
a matriz I', k x 7, ¢ a matriz de autovetores associados ao autovalor
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zero, e esta matriz tem posto igual a multiplicidade do autovalor zero,
isto é, 7. Logo o posto de C(1) é k — r. Como no caso anterior, os
autovetores ndo sdo tnicos, o que implica que a matriz I" ndo é dnica.

Caso (iii):

No caso de matrizes simétricas, tem-se que os autovetores a di-
reita e a esquerda sdo iguais, mas isto ndo é verdade para matrizes
ndo-simétricas. Seja, entdo, P; e P» duas matrizes ortogonais, tais
que P71C(1)P, = P;'C'(1)P; = A, matriz de autovalores de C(1).
P, e P, correspondem as matrizes de autovetores a direita e & es-
querda, respectivamente. Como os autovalores de C(1) sdo todos
distintos e o posto de C(1) tem que ser k — 1, e P, e P, sdo vetores
k x 1 distintos, o vetor co-integrado ndo é tinico, j4 que a pode ser
dado pelo autovetor a direita que corresponde ao autovalor zero de
C(1), ou ao autovetor & esquerda que corresponde ao autovalor zero
de C’(1), e estes dois vetores sdo distintos.

Caso (iv):

Como a multiplicidade da raiz zero é » > 1, tem-se uma indeter-
minagio para a ordem da matriz I', j4 que o nimero de autovalores
ndo-zero ndo ¢ igual ao posto de C(1). Isto se deve ao fato de que
os autovetores de C(1) associados ao autovalor ), juntamente com
o valor nulo, geram um subespago. Este subespago ¢ chamado de
auto-espago de C(1), associado ao autovalor )\, e a dimensdo deste
subespago ¢ chamada de multiplicidade geométrica de A. Por outro
lado, a multiplicidade da A, como raiz da equagdo |[C(1) — M| =0¢
chamada de multiplicidade algébrica de A. O nimero de colunasde I
é igual & multiplicidade geométrica de A, que nédo é necessariamente
igual & multiplicidade algébrica do autovalor zero de C(1). Pode-se
mostrar que a multiplicidade algébrica ¢ maior ou igual & multipli-
cidade geométrica de cada autovalor de C(1), sendo igual quando a
matriz C(1) é semi-simples (ver Rao 1973, p.77), e como necessita-se
da multiplicidade geométrica do autovalor zero de C(1) para obter a
ordem de I', tem-se uma indeterminagdo. Neste caso, além de ndo se
ter a unicidade de I', ndo se tem também a existéncia.

Uma forma de garantir a existéncia de ' no Caso (iv), é usar
a matriz C(1) C’'(1), j4 que esta matriz ¢ simétrica e, desta forma,
recai-se no caso (ii).
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22 Caso — Representacao AR:

Fazendo-se d = 1 em (8), tem-se que o processo (Y;)3 pode ser
representado por um processo AR, isto é:

e A(L) é definido por:
A(L)C(L)y=1-L=A(1)C(1)=0 (16)

e, portanto, as colunas de A(1) pertencem ao nicleo de C(1), e o
posto de A(1) é 7. Observe que como A(1) e Nicleo (C(1)), existe
B, matriz k x r, tal que

A(1) = BT (17)
Primeiro, dado (8) temos que mostrar que (15) existe. Tem-se o

seguinte Lema:

Lema 1. Seja C(L) uma matriz polinominal racional que é finita
para todo L no e dentro do circulo unitdrio, entdo:

M(L) = U(L)e(L)v (L) (18)

onde:
(i) Todas as raizes de det[U(L)] = 0 e det[V(L)] = 0 estdo fora
do circulo unitério e
(ii) M(L) é diagonal com todas as raizes de det{M(L)] = 0 no
ou dentro do circulo unitario.

DEMONSTRAGAO: Ver Yoo (1986): Por (18) segue-se que a matriz
C(L) da representagio (8) pode ser escrita da seguinte forma:

C(L) = U={(L)M(L)V~H(L) (19)

se C(L) ndo tiver pdlos, e porque U(L) e V(L) sdo inversiveis.
Usando-se (19), (8) pode ser escrito da seguinte forma:

(1= L)Y, = U{D)ML)V - (Le, (20)
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Como o posto de C(1) é k — r, tem-se que o posto de M (1)
também é k — r. Pela definigio de M (L) no Lema 1 acima, tem-se
que esta matriz pode ser expressa da seguinte forma:

M(L) = [Iko‘r AOI,] (21)

Pré-multiplicando-se (20) por U(L) obtém-se:
(1~ L)U(L)Y: = M(L)V " (L)et (22)

onde as tltimas r linhas de (22) tem (1 — L) em ambos os lados;
portanto, (22) pode ser reescrito da seguinte forma:

M(LU(DY, = V-"(D)e, (23)

onde M (L) é definido por:

—_ AL, ©
=M 7 (24)
e finalmente pré-multiplicando (23) por V(L), obtém-se:
A(L)Y, = V(L)M(L)U(L)Y; = &, (25)

que é a representacio AR dada por (15) o que prova a existéncia
desta representacio.

Pela definicio de A(L) em (25) e de C(L) em (19) é f4cil mostrar
(16). Também pela definigdo das matrizes U(L), M (L) ¢ V(L) tem-se
que A(L) tem posto completo para todo L dentro do circulo unitério.
Agora, para L = 1, o posto de A(1) é dado pelo posto de M (1) que
é r. Como A(1) € Nicleo (C(1)) e I' é a matriz de geradores deste
subespago, existe B, matriz k x r, tal que A(1) = BI", o que prova

17).

( Como A(1) é singular, a representagido Auto-regressiva Vetorial,
que serd denotada daqui por diante por VAR, serd tal que os procedi-
mentos numéricos utilizados para calcular a representagio MA serdo
altamente instdveis, indicando multicolincaridade entre as varidveis,
o que dificulta a andlise dos multiplicadores nas fungdes impulso-
resposta.
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32 Caso — Representagcao MCE:

Considere a representagio AR do caso anterior dada pela ex-
pressdo (15). Particionando-se V' e U da mesma forma que M, tem-
se:

V(L) = Vi(D)lv(D)] (26)
U(L) = [U(D) (L)) (27)
A(l) = V)M(L)U(1) = v(1)d/ (1) = va (28)

onde v = (1) e @ = a(1). Como U e V tém posto completo para
todo L dentro ou no circulo unitério, U(1) e V(1) tém posto completo
e, portanto, v e a também tém posto completo, que é igual a r.
Agora, fazendo-se o desenvolvimento de Taylor até primeira ordem
para A(L), na vizinhanga de L = 1, obtém-se:

A(L) = A1) + A*™(L)(1 - L) = A(1) + A™(L)A  (29)

onde as raizes de det[A**(L)] estdo fora do circulo unitdrio. Por (28)
e (29) obtém-se a seguinte representagio para o processo Y;:

A(L)Y; = [A(1) + A*™(L)A]Y; = e

A***(L)AYt = —va'Ys_1 + €t (30)

onde A***(L) = A(1)+A**(L) e observe que A***(0) = A(1)+A**(0)
e por (29), como A(0) = I, tem-se que A***(0) = I.

Observe que as varidveis incluidas nesta representagio sio todas
I(0). Observe que a varidvel dependente em (30) é um VAR nas
variagdes de Y}, que sdo varidveis I(0), e a varidvel do lado direito
inclui combinagdes lineares do nivel de Y;, que sido estaciondrias. Isto
é, zz = a'Y; corresponde aquela combinagio linear de Y; onde os
pesos sdo o vetor co-integrado. '

* O modelo (30) é conhecido na literatura como M.C.E. e esta
representacdo é devida a Granger (1983). Observe que todas as
varidveis, condicionais em «, sio estaciondrias e, portanto, a es-
timagdo e inferéncia dos parimetros A* e v, podem ser feitas utilizan-
do-se os métodos usuais, ou seja, a teoria assintética convencional
vale neste caso, ji que a distribuigio dos parametros é normal. Stock
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(1987) mostrou que além disto, os pardmetros estimados convergem
rapidamente para as suas distribuigdes limites e as estimativas sdo
consistentes com viés de ordem T1,

Se ndo houvesse co-integragdo, entdo o termo de corregio dos er-
ros ndo estaria presente em (30). Por outro lado, se é assumido que os
dados seguem um VAR em diferengas, fica implicito que as varidveis
nio co-integram e, portanto, o modelo estard mal-especificado caso
haja co-integragio. Neste caso, os modelos VAR em niveis, e que
ignoram as restrigdes dadas por (17) apresentam problemas quando
se deseja obter a representagio MA, tal como foi comentado naquele
caso.

Sims, Stock e Watson (1987) mostram que num modelo VAR
onde existem relagGes de co-integragdo entre as variaveis e, sempre
que qualquer das varidveis puder ser escrita como uma varidvel es-
taciondria com média zero, isto é, a auséncia de tendéncia deter-
minfstica no modelo, os coeficientes estimados terdo uma distribuicdo
assintética normal.

A representagdo (30) ilustra também a conexdo existente entre
o conceito de co-integragdo e o de causalidade no sentido de Gran-
ger. Por exemplo, num sistema bivariado, se o segundo elemento da
matriz B, que neste caso é uma matriz 2 X 1, for nulo, deverd existir
causalidade na diregio Y3t — Yat, ou se o primeiro elemento de B
for nulo, a diregdo de causalidade serd de Yo — Y3;. Nocasoem que
ambos os elementos de B sio ndo-nulcs, existe causalidade em am-
bas as diregdes. Nenhuma das varidveis pode ser considerada como
exbgena fraca® para os parimetros da outra equagdo. Neste caso,
como existem restrigdes ndo-lineares entre as equagdes, para se esti-
mar os parametros eficientemente é necessario utilizar procedimentos
de informagdo completa.

Engle (1987) apresenta uma derivagio alternativa para a repre-
sentagdo via M.C.E., que serd descrita a seguir.

Pela definigdo de M(L), dada por (24), esta matriz pode ser
reescrita da seguinte forma:

M(L)= AL+ L [g gc ] (31)

4Para uma definigio de exogeneidade fraca veja Engle, Hendry e Richard (1983).
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e portanto, (25) pode ser escrito da seguinte forma:
V(L) U(L)AY, = —v(L) o/ (L)Yic1+ & (32)

que consiste num polinémio vetorial co-integrado, primeiramente su-
gerido por Yoo (1986). Observe que este modelo pode ser interpretado
como uma extensio da classe de modelos Auto-regressivos-Defasagens
Distribuidas sugeridos por Hendry, Pagan e Sargan (1984). Observe
que na representacio (32) é assumido que V(L) U(L) é estdvel, para
que a parte auto-regressiva da representagio seja I(1).

42 Caso — Representagiao tendéncia comum:

A idéia desta representagio, devido a Stock e Watson (1988), é
o fato estilizado de que séries temporais macroeconémicas podem ser
descritas por modelos ARIMA univariados e, portanto, é necessirio
diferencid-las para se obter estacionariedade. Mas, quando é con-
siderado um modelo multivariado, o nimero de raizes unitirias na
série temporal multivariada pode ser menor do que o nimero de
raizes unitdrias das séries univariadas que constituem o modelo. Uma
outra explicagdo para este fato é que, embora as séries univariadas
contenham tendéncias estocdsticas, estas tendéncias podem ser co-
muns a varias das varidveis que compdem o processo vetorial e es-
tas tendéncias comuns desapareceriam quando usadas certas com-
binagGes das varidveis. )

Seja a representagio MA, dada por (13),° mas onde é permitido
que o processo tenha média, g, ndo-nula. Tem-se entdo:

AY, = p+ C(L)ex (33)

o]
onde C(2) = Z C; #* com C(0) = I, €; é uma seqiiéncia de vetores
i=0
aleatérios 7.7.d. com média zero e matriz de covaridncia G. Assume-se
que C(1) tem posto g < k e, logo, Y; é co-integrado, isto é, existe
uma matriz k x 7, (onde 7 = k — g) tal que &/C(1) =0 e /= 0.

5Adotou-se, em (13), as condigbes sobre a seqiiéncia {e:} e C(L) que serdo mo-
dificadas. Pode-se mostrar, (ver Hannan 1970) que as duas representagdes sio
equivalentes.
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t
Seja v, = G2, e & = ZV‘,‘ Adotando-se a hipétese de que

8=1
€s = 0 para 8 < 0, mas permitindo-se que Y; tenha um valor inicial

nio-aleatério Yp, pode-se, apds sucessivas substituigGes, reescrever
(33) da seguinte forma:

Yy = Yo + pt + C(1)GY2¢, + C*(L)GY?y, (34)
o
onde C**(L) = (1 — L)~}(C(L) —C(1)) e C;* = Y C;. Como
i=j+1
a/C(1) =0e o/p =0, tem-se que:
z = 'Y, = o'Yy + o'C**(L)G v, (35)

e assumindo-se que C(L) é 1-somével, segue-se que C**(L) é absolu-
tamente somdvel e, desta forma, z; terd variancia limitada.

Uma representagdo alternativa a (34), que explicita o processo
co-integrado Y; em termos de um nimero menor de passeios aleatérios
comuns e de um componente adicional estaciondrio, serd apresentada
a seguir.

Stock e Watson (1988) observam que como C(1) tem posto ¢ < k
existe uma matriz H;, com posto 7 = k—g, talque C(1)H; = 0. Além
disto, se H2 é uma matriz, k% g, com posto g e com colunas ortogonais
as de H, entdo a matriz A = C(1)H; tem posto q. Considere a
matriz, k x k, H definida por H = (H; | Hz) que é ndo-singular e
observe que C(1)H = (0 | A). Defina, entdo, a matriz, ¢ X k, de
selegdo Sq por (Ox—q | Ig) entdo C(1)H = AS,. Mas como Y; co-
integra, existe « tal que, @'C(1) = 0 e a’p = 0. Portanto, p pertence
ao subespago das colunas de C(1) e pode ser escrito da seguinte forma:
= C(1)ji. Agora (34) é dado por:

Yy = Yo+ C(V)[t + GY2¢] 4+ C**(L)G* %y,

Y, =Yy + CQ)H[H Yt + H1G?¢)) + a; (36)

com ay = C**(L)G*?v;.
Definindo-se t; = SgH~1fit + SgH™1G*2¢;, 7 = SH 'ien, =
SoH1G*?y;, pode-se reescrever (36) da seguinte forma:

Yt=Y0+A'rt+at (37)
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Tt =T+ Te—1 + Nt (38)

que expressa Y; como uma combinagio linear de k passeios aleatérios
(7¢), com drift w e mais um componente transitério, a¢, ndo-integrado.
Pelas equagdes (37-38), fica evidente a denominagio Tendéncia Co-
mum desta representagio.

Apresenta-se, a seguir, um exemplo que procura mostrar as di-
ferengas entre as quatro representacGes de processo co-integrados.

EXEMPLO 3: Suponha que Y; = (Yi4,Y2:) tenha a seguinte repre-
sentagio MA

Yi 1 [1-0,84L  0,4L
(I—L)[Y;] = (1-0,68L) 1[ 0,064L 1-0,84L |t

Observe que ambos os componentes de Y; sdo I(1) e CI(1,1), ja
que a matriz C(1) é dada por:

c(l) = [g : 16,255] —s Posto [C(1)] = 1

e, portanto, o vetor & = (1,-0,4), o autovetor & direita associadc
ao autovalor zero é um dos vetores co-integrados. E facil mostrar
que a = (1,-2,5) é o autovetor & esquerda associado ao autovalor
zero. Portanto, ndo se tem unicidade do vetor co-integrado, o que
corresponde ao segundo caso estudado na representagio MA, ji que
C(1) ndo é simétrica e tem autovalores distintos, que sio A=0e A =
1.

Invertendo-se a matriz MA, obtém-se a representagio AR, que é

dada por:
1-0,84L —-04L | V.| _ _
-0,064L 1-0,84L| |Ys |~ °*

e observe que A(L) C(L) =1—-L e que A(1) é dada por:

16 0,4
A1) = [_%’ 064 O, 16] => Posto [A(1)] =1

e observe que esta matriz é dada pelo produto do vetor B =
[ 0,16

0.06 4] pelo autovetor & esquerda de C(1), isto é, &’ = [1, -2, 5).
—Y
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A representagio M.C.E. é, portanto, dada por:

(1-L)= [Q:] = [_%”1)%4] 1,-2,5] [Y“" ] + &

e neste caso existe causalidade em ambas diregGes, j4 que os dois
componentes de B sdo diferentes de zero.
A representagido Tendéncia Comum é dada por:

1
K=Y0+ [0’23] Tt + Qg

T = Tt—-1 17
0,1] L0 0,4)" et e ap =C*(L)e Cy = E C,
com 7 = | 0.4 1,0 tea = ¢t com 2, Gie
t=j+1
;1 —0,5 1,25
— 1 ) ?
C; = (0,68) [ 0,2 __0’5].

4. Extensao dos teoremas de representagao.

Esta segdo apresenta os teoremas de representagio, com especial
atencdo ao do M.C.E., para os casos em que o vetor Y; tem mais de
uma raiz unitaria ou possui rafzes unitdrias nas freqiiéncias sazonais.

Considere o caso de d rafzes unitdrias, isto é, a representagio
MA é dada por:

(1- L)%, = C(L)e, (39)

onde C(L) tem o seguinte desenvolvimento:
CL)=mn+%@l-L)+ -+l - L)* ' +C*(L) (1 - L) (40)

i—-1(i-1)
( 1) (z —C']_)f (1)’7' - 1 1d € C‘(L) invertivel.

Suponha que existe um vetor co-integrado c, tal que:

com vy; =

o'yy=0 para i=0,..-,d (41)
Pela representagio VAR, obtém-se que:

A(L) C(L) = (1 - L) = A(1) C(1) =0 (41)
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o que implica que existe uma matriz Dy tal que:
A(1) = Dy’ (42)

Derivando-se (41) com respeito a L e, quando L = 1, tem-se a
expressio:

A1) c(1) + A1) CV(1) =0 (43)
e usando-se (42) em (43) obtém-se:
AD1) C(1)+ Bo'CM(1) =0 (44)

mas, como -y é igual a C(1)(1), a menos de constante, e por (41),
tem-se que a segunda expressio do lado esquerdo da igualdade em
(44) é zero, o que implica que (44) reduz-se a:

ANy Cc(1)=0 - (45)

Portanto, A)(1) também pertence ao Niicleo [C(1)], logo existe
uma matriz D, tal que:

A1) = Do (46)
Derivando-se (45) com respeito a L e quando L = 1, tem-se a
expressao:
ADQy c(1)+ AV W) =0 (47)
que é semelhante a (43) e, por argumentos andlogos aos utilizados
acima, obtém-se:

AP c@) =0 (48)

e, portanto, A (1) também pertence ao Niicleo [C(1)] e logo, existe
uma matriz D, tal que:

AD(1) = Dy (49)
e, por indugdo, existem matrizes D; tal que:

A9(1)=Djo’ paraj=1,---,d. (50)
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que podem ser também escritas da seguinte forma:
—1V A
CIZCI N
7!
Agora a representagio VAR é dada por:
d—1

ALYy = | Djd/(1-LY + A*(L)1-L)¢| Y =e. (1)

=0

onde A**(L) tem raizes fora do circulo unitdrio. Definindo-se

d-1
AH(L) = A(L)+ Y Dyel (52)
j=0

e, como A***(0) = I, ap6s alguma &lgebra, (51) é cquivalente a:

d-1
A™ML) 1-L)%, =— |> Djo’| 1 - L)* Y, (53)
[5=0
[d—2
~ 3 - Do’ | 1 - L)y — -+ — Do’ Ysy
F=0

que é a representagio M.C.E.

Considera-se a seguir o caso de raizes unitirias em freqiiéncias
sazonais, mais particularmente freqiiéncias semestrais, isto é, (1—L?).

Para o caso de freqiiéncias trimestrais, (ver Hylleberg et allii
1988) e para o caso de freqiiéncias regulares e sazonais, (ver Osborn
et allii 1988).

Considere a representagio de Wold que é dada por:

(1 - LA)Y; = C(L)e, (54)
Observe que a matriz C(L) pode ser dada por:

C(L)=m(~-L)+7(1+L)+C™*(L)(1-L? (55)
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onde 7; = C(-1)/2,v2 = C(1)/2 e C**(L) é invertivel.
Pela representagio VAR tem-se a seguinte condiggo:

A(L) C(L) = (1-L)(1+L) = A(1) C(1) = A(~1) C(~1) = 0 (56)

Haverd co-integragio na raiz (1 — L) se existir um vetor co-
integrado o tal que oy = &C(-1) = 0. Similarmente, ha-
verd co-integragdo na raiz (1 — L) se existir um vetor a2 tal que
ayy2 = a4C(1) = 0. Pode-se, portanto, expressar A(—1)/2 = Do}
e A(1)/2 = D2a,.

Pode-se utilizar um desenvolvimento para A(L) semelhante a
(55) e obtém-se a representagio M.C.E., que serd dada por:

A**(L)AzY, = DoahAY; ) — Dyay (Yiey + Yie2) + €2 (57)

com A**(0) =1I.

Observe que se ndo existir co-integragdo em (1 — L), entdo a; =
0 e o segundo termo do lado direito da expressio (57) desaparece.
Similarmente, se ndo houver co-integragdo em (1 + L), a2 =0 e o
primeiro termo do lado direito da expressio (57) desaparece.

Engle (1987) propde uma representagio que permite generalizar
os dois casos apresentados acima. Esta representagio segue a decom-
posi¢do de C(L) dada no Lema 1 e obtém-se a representagio M.C.E.
para modelos com vdérias raizes unitdrias ou raizes em freqiiéncias sa-
zonais ou, ainda, componentes de tendéncia deterministicas do tipo
polinémio de ordem maior ou igual a um.

Sejam 6y (L) e 62(L) dois polinémios no operador defasagem L,
com 6,(L) = 0 para L = 6, e 62(L) = 0 para L = 65, onde 6, e 62
podem ser raizes complexas que podem estar no ou dentro do circulo
unitrio. Admite-se que o processo (Y;)§° tem nio-estacionariedade
devida a estas raizes e, portanto, diferenciando o processo pelo pro-
duto dos polinémios 6, (L)82(L), obtém-se uma representagio Média-
Moével finita dada por:

81(L)52(L)Ys = C(L)ey (58)
Observe que os componentes do processo vetorial Y; podem ter

ordem de integragdo diferentes e os casos anteriores sdo formas par-
ticulares de (58). Por exemplo, (39) com d = 2 corresponde ao caso
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em que 6;(L) = 62(L) = A = 1— L e (54) corresponde ao caso
em que 6§;(L) = A e §2(L) = (1 + L) sendo que este dltimo pode
ser estendido para periodicidade sazonal igual a s com 6 (L) = A e
62(L)= 1+ L+ L% +---+L*1).

Pela decomposigido de C(L), dada pelo Lema 1, tem-se que (58)
pode ser escrito da seguinte forma:

81(L)62(L)Y; = U~Y(L)M(L)V -Y(L)e; (59)

Ik—rl —Tr2—7r3

Su{I) Iy,

M(L) = (60)

8 L),
81{LY6o2 (L),

e observe que o Posto [C(6,)] = k — 71 — r3 e Posto [C(62)] = k —
r9 — r3. Multiplicando-se ambos os lados de (59) por U(L), obtém-se

a expressi.o: L
M(L) UL)Y, = V-Y(L)e, (61)

com

61 (L)‘S?(L)Ik—n —T2—r3

5s(L) 1y,

M(L) = (62)

51 (L) I‘fz
I,

e particionando U(L) = [Ui(L), a1 (L), a2(L),a3(L)], (61) pode ser
escrito da seguinte forma:

Ul (D)é(L)s(L)Ye
o (D)5 L)Y
o4(L)8, (L)Y,

(L)Y,

= V=YL, (63)

e cada coluna de (63) representa um processo estacionario. Por exem-
plo, a;(L) elimina a raiz 6; e quando multiplicado por 62(L), ne-
nhum componente ndo-estaciondrio permanece neste componente do
processo vetorial. O iltimo componente do vetor definido em (63)
implica que a3(L) elimina ambas as raizes 6; ¢ 2. Observe também
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que pela definigdo de U(L), todas as submatrizes de U(L) devem ter
posto completo.

Observe que o vetor co-integrado definido em (63) é do tipo
polinémio co-integrado, mas é sempre possivel obter um vetor co-
integrado, substituindo-se o valor da raiz relevante. Por exemplo,
para a3 (L), tem-se:

a1(L) = e1(61) + 81(L)ei(L) (64)

que define aj(L). Agora, substituindo-se (64) no secgundo compo-
nente de (63), obtém-se:

o (L)62(L)Y = ) (61)62(L)Y: + af#(L)61 (L)52(L)Y (65)

e como o lado esquerdo da igualdade e o segundo termo do lado
direito da desigualdade em (65) sdo I(0), o primeiro termo do lado
direito da igualdade também tem que ser I(0) e, portanto, um vetor
co-integrado com coeficientes constantes é obtido ¢ tem as mesmas
propriedades que o polinémio co-integrado.

O argumento acima vale também para a outra raiz, isto é, para
o outro polinémio co-integrado az(L), mas ndo vale para o polinémio
a3(L), j4 que este depende das duas raizes. Pode-se, no entanto, obter
uma expansido alternativa para a3(L) que permite obter um vetor
co-integrado através deste polindmio co-integrado. Esta expansdo é
dada por:

a3(01)8 (L) | o5(03)8,(L)
62(61) 61(02)

e observe que quando L = 0, ou L = 0;, (66) é satisfeita. Como
as(L)Y; é 1(0) e a%/(L)6y(L)62(L)Y: também é I(0), a soma dos dois
primeiros termos do lado direito de (66) também sdo I(0), mas ndo se
pode garantir a existéncia de um vetor co-integrado constante. Esta
é uma caracteristica dos polinémios co-integrados quando se climina
mais de uma raiz.

Pelo sistema (63), pode-se obter a representagdo M.C.E. Observe
que ao se pré-multiplicar (61) por V(L) ¢ separando-se M (L) em dois
componentes, obtém-se:

(L) = +a3/(1)01(L)é:(L)  (66)

V(L)U(L)61(L)82(L)Ye = V(L)61 (L)L) Ik ~ M(L)]Y: + €1 (67)
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¢ pela partigiode V(L) = [V1(L), 11 (L), v2(L),v3(L)] a representagio
M.C.E. é dada por:

V(L)U(L)6:1(L)82(L)Y: =71 (L)'t (L)82(L)(1 — 61(L))Ye+
+72(L)aa(L)6:(L)(1 - 62(L))Ye+
+73(L)os(L)(1 - 6:(L)62(L))Ye+
+ e (68)

onde os trés termos de corregdo dos erros estio presentes. Observe
que com 6;(0) = 1, para i = 1,2, todos os trés termos sé dependem
de Y, defasados.

5. Conclusoes.

Séries macroeconémicas sdo, em geral, ndo-cstaciondrias, jd que
apresentam algum tipo de tendéncia na média e¢/ou na varidncia. A
inflagdo no Brasil medida, por exemplo, pelo IPA-DI, tem um compor-
tamento bastante ilustrativo. No periodo de 1966 a 1973, observa-se
um patamar inflaciondrio de 20%, passando a um patamar de 35%
no periodo de 1974-1979, mudando para um de 70% no periodo de
1980-82 ¢ atingindo um de 120% no periodo de 1983-85. Pode-se
também observar que a média no periodo de 1973-85 cresce, con-
tinuamente, de 20% até 50% ¢ a varidncia, nestec mesmo periodo,
cresce de 9% até 1200%, implicando que ambas as medidas ndo sio
invariantes no tempo, caracterizando-se, portanto, algum tipo de ndo-
estacionariedade nesta série.

Granger (1983) formalizou o conceito de varidvel ser integrada de
ordem d (denotada por I(d)) se a d-ésima diferenga for estaciondria.
Na préatica, em geral, d = 1 é suficiente para varidveis reais e d = 2
para varidveis nominais. No caso da inflagdo pode-se mostrar, veja
Pereira (1988), que esta série é I(1), isto é, o nivel dos pregos é I(2).
Este procedimento, diferenciar a série para induzir estacionariedade,
é o mais usado na literatura de séries temporais, mas como foi mos-
trado na segdo 2, esta transformacdo pode induzir um pélo, isto é,
um valor ilimitado na freqiiéncia zero do espectro se a série for sub-
diferenciada ou um zero na freqiiéncia zero do espectro se a série for
superdiferenciada. Estes resultados, como também foi visto na segdo
2, também sdo vilidos ao sec trabalhar com séries multivariadas. Foi
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também observado que uma série temporal multivariada pode ser de-
composta em varios componentes integrados de ordem decrescente,
a partir da ordem d, conforme (10). Por exemplo, ao se considerar
o vetor Y; = (w¢,p:) onde w; representa os saldrios e p; o nivel dos
pregos e supondo que Y; ~ I(2), podemos representar este vetor bi-
variado pela soma de trés componentes a saber, um cuja ordem de
integragdo € 2, outro cuja ordem € 1 e um terceiro que é estaciondrio.
Através desta representagio, pode-se mostrar que, embora a série seja
nio-estaciondria, pode existir uma combinagio linear dos componen-
tes de Y; de tal sorte que alguns ou todos os componentes integrados
desaparecam. Desta forma, pode existir uma combinagdo linear dos
componentes que seja estaciondria. Por exemplo, embora w; e p: se-
jam I(2), pode existir um § = (1,-)) tal que wy — Ap: = u: seja
estaciondrio. Granger denotou esta propriedade de séries temporais
por co-integragdo. A intuigdo econdmica deste conceito é dada pela
relagdo de equilibrio entre as varidveis, por exemplo, no equilibrio
w = Ap e u: = Wt — Ap: sao os desvios deste equilibrio que, como w;
e p: co-integram, devem ser limitados.

Uma outra implicagdo do conceito de co-integragdo é a possi-
bilidade de identificagio em modelos de equagGes simultineas, con-
forme exemplo 1 apresentado no texto. Aquele exemplo pode ser
racionalizado pelo modelo de determinagdo de quantidades e pregos
num mercado em equilibrio que, na econometria usual, ¢ um exemplo
classico de falta de identificagio de modelos de equagdes simultineas.
Mas, como foi observado, se ambas as varidveis forem I(1) e, sob
certas condigdes sobre os erros das duas equagdes, pode-se ter a se-
gunda equagdo, que pode ser interpretada como sendo de demanda,
identificdvel.

+  Dado que os componentes do processo estocdstico k-variado co-
integram, pode-se reescrever este processo de quatro formas: repre-
sentagdo MA, representagio AR, representagio M.C.E. e de tendéncia
comum. A primeira destas representagées é utilizada para se obter
respostas a choque na parte nio-sistemdtica do modelo. A segunda,
representagdio AR, é utilizada em modelos VAR e, como foi obser-
vado, caso ndo se leve em consideragdo a existéncia de co-integragio,
pode-se ter problemas na parte de estimagdo dos pardmetros, ja que
os procedimentos numéricos sdo altamente instdveis, comprometendo
a andlise de multiplicadores nas fungdes impulso-resposta. A terceira
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representagio M.C.E., que é dada pela expressdo (30) do artigo, tem
uma racionalidade econémica que torna a representagdo mais interes-
sante. Como todas as varidveis que aparecem naquela representagio
sio estacionirias, tem-se que @'Y;_; pode ser interpretado como o
vetor de desvios do equilibrio e como estes desvios sio estaciondrios,
a dindmica de curto prazo serd dada pelas defasagens de AY; e a
matriz 7 pode ser interpretada como uma medida da rapidez pela
qual o sistema corrige os desvios do equilibrio no periodo anterior.
Esta representagio também mostra que em geral um VAR pode ou
nao ser apropriado para descrever o processo gerador dos dados, tem-
se, entdo, trés casos: (a) se o posto de A(1) é pleno, todas as varidveis
sdo estaciondrias e a utilizagio de um VAR irrestrito em niveis é ade-
quada; (b) quando o posto de A(1) é zero, ndo hi co-integragio e a
aplicagdo de um VAR irrestrito em primeiras diferengas é apropriado;
(c) mas quando o posto da matriz A(1) é um valor entre 0 e k, existe
pelo menos um vetor co-integrado e neste caso a utilizagio de VAR
irrestrito em nivel ou em diferengas é inapropriado, isto é, tem uma
especificacio inadequada do modelo (misspecified model). Na tltima
representagio de tendéncia comum, o sistema multivariado tem r ve-
tores co-integrados que, sob certas condicdes, podem ser escritos como
k tendéncias, Yp em (37), mais k — r passeios aleatérios com drifts
(as tendéncias comuns) e n componentes transitérios nio-integrados.

Na iiltima segdo sio apresentadas as extensbes para os casos
em que se tem mais de uma raiz unitiria e/ou raizes unitdrias em
freqiiéncias sazonais. A racionalidade dada acima também pode ser
extendida para estes casos mais complexos.

Embora nesta resenha nio se tenha comentado como se deve
proceder quanto & estimacdo e testes de co-integragio, apresentam-
se as possiveis representacGes de sistemas multivariados e espera-se
que estes procedimentos sejam mais usados, dado que o conceito de
co-integragio é de fundamental importancia e tem sido a tendéncia
recente na andlise econémica empirica.
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